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Resumo 



A equagao de Klein-Gordon em uma dimensao espacial e investigada com 
a mais geral estrutura de Lorentz para os potenciais externos. A analise 
e o calculo dos coeficientes de reflexao e transmissao para o espalhamento 
de particulas em um potencial quadrado, com uma mistura arbitraria de 
acoplamentos vetorial e escalar, revelam circunstancias que conflitam com as 
previsoes da mecanica quantica nao-relativfstica. Mostra-se que tais espalha- 
mentos anomalos sao mediados por estados ligados de antiparticulas, ainda 
que as particulas incidentes tenham baixas energias. A analise dos estados 
ligados tambem revela resultados surpreendentes, destacando-se a inibicao 
do efeito Schiff- Snyder- Weinberg pela presenga de um acoplamento escalar. 

Palavras-chave: equagao de Klein-Gordon, particulas sem spin, paradoxo 
de Klein, produgao de pares, efeito Schiff- Snyder- Weinberg 

The one-dimensional Klein-Gordon equation is investigated with the most gen- 
eral Lorentz structure for the external potentials. The analysis and calculation 
of the reflection and transmission coefficients for the scattering of particles in a 
square potential, with an arbitrary mixing of vector and scalar couplings, reveal 
circumstances which conflict with the predictions from nonrelativistic quantum 
mechanics. It is shown that such anomalous scatterings are mediated by antipar- 
ticle bound states, even if the incident particles have low energies. The analysis 
of bound states also reveals surprising results, remarkable is the inhibition of the 
Schiff-Snyder- Weinberg effect due to the presence of a scalar coupling. 

Keywords: Klein-Gordon equation, spinless particles, Klein's paradox, pair pro- 
duction, Schiff-Snyder- Weinberg effect 
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A generalizagao da mecanica quantica que inclui a relatividade especial e 
necessaria para a descrigao de fenomenos em altas energias e tambem para a 
descrigao de fenomenos em escalas de comprimentos que sao menores ou com- 
paraveis com o comprimento de onda Compton da particula (A = H/ (mc)). A 
generalizagao nao e uma tarefa trivial e novos e peculiares fenomenos surgem 
na Mecanica Quantica Relativistica (doravante denominada MQR). Entre 
tais fenomenos estao a produgao espontanea de pares materia-antimateria e 
a limitagao para a localizagao de particulas. Essa limitagao pode ser esti- 
mada pela observagao que a maxima incerteza para o momento da particula 
Ap = mc conduz, via principio da incerteza de Heisenberg, a incerteza 
minima na posigao Ax = A/2 PQ-0. Embora a MQR como modelo de 
particula unica, referida como formalismo de primeira quantizagao, nao possa 
dar conta da completa descrigao da criagao de pares, ela pavimenta o caminho 
para o desenvolvimento da Teoria Quantica de Campos. 

As mais simples equagoes da MQR sao a equagao de Klein-Gordon (EKG)0 
e a equagao de Diradj. O spin e uma complicagao adicional na MQR e, na- 
turalmente, a EKG permite que certos aspectos da MQR possam ser anali- 
sados com um formalismo matematico mais simples e percebidos com maior 
transparencia. 

A solugao da equagao de Dirac para o espalhamento de particulas em um 
potencial degrau, considerado como o componente temporal de um potencial 
vetorial, e bem conhecida e cristalizada em livros-texto [1]- [5]. Neste pro- 
blema surge o celebre paradoxo de Klein [6J para potenciais suficientemente 
intensos, um fenomeno em que o coeflciente de reflexao excede a unidade e e 
interpretado como sendo devido a criagao de pares na interface do potencial. 
A analise do problema consoante a EKG nao foi esquecida [5], [7]-|12j. 

O espalhamento relativistico de particulas por barreiras de potenciais 
quadradas com acoplamento puramente vetorial tern sido estudado com a 
equagao de Dirac pQ, [13]- [15] e tambem com a equagao de KG PQ. Em 
ambos os casos, observa-se transmissao ressonante para barreiras suficien- 
temente altas, quando entao a mecanica quantica nao-relativistica preve a 
supressao exponencial do coeflciente de transmissao. Tal transmissao resso- 

1 A EKG descreve o comportamento de bosons de spin 0. Pi'ons e kaons, por exemplo. 
2 A equacjao de Dirac descreve o comportamento de fermions de spin 1/2, tais como o 
eletron, o neutrino, o quark, o proton e o neutron. 
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nante relatrvistica e associada com o processo de criagao de pares particula- 
antiparticula na regiao de interagao. Os estados ligados da equagao de KG, 
porem, diferem radicalmente daqueles da equagao de Dirac. Para pogos de 
potenciais vetoriais estreitos e profundos o bastante, a equagao de KG os- 
tenta o fenomeno conhecido na literatura como efeito Schiff-Snyder- Weinberg 
(SSW) [IB] . Tal efeito manifesta-se pelo surgimento de estados ligados de an- 
tiparticulas adicionais num potencial que e atrativo somente para particulas^l 
Para profundidades crfticas, os nfveis de energia dos estados ligados de par- 
ticulas e antiparticulas coalescem e af se descortina um novo canal para a 
produgao espontanea de pares particula-antiparticula. Popov [TF] advogou 
que o efeito SSW e caracteristico de potenciais de curto alcance e que nao de- 
veria ser esperado para potenciais de longo alcance. Contudo, Klein e Rafelski 
[T8] usaram um suposto efeito SSW em um pogo coulombiano para especu- 
lar sobre a condensagao de Bose e a estabilidade de micleos com numeros 
atomicos extremamente altos e, de imediato, foram severamente criticados 
[T9] . De fato, a investigagao dos estados ligados da equagao de KG com dife- 
rentes formas funcionais para os potenciais vetoriais confirmam a suposigao 
do Popov [201-123]. 

Na Ref. [12] analisamos a EKG unidimensional com interagoes externas 
com a mais geral estrutura de Lorentz, i.e., consideramos potenciais com 
estrutura vetorial, com componentes espacial e temporal, acrescido de uma 
estrutura escalar. Em seguida exploramos as solugoes para o espalhamento de 
parti'culas em um potencial degrau com acoplamento geral, por assim dizer, 
com uma mistura arbitraria de acoplamentos vetorial e escalar. Verificamos 
que tal mistura de acoplamentos conduz a resultados surpreendentes. Para 
alem de aumentar o limiar de energia para a produgao espontanea de pares, 
podendo ate mesmo frustrar a produgao ainda que os potenciais sejam ex- 
tremamente fortes, a presenga de um acoplamento escalar permite que uma 
partfcula possa ser localizada em uma regiao do espago arbitrariamente pe- 
quena sem ameagar a interpretagao de particula unica da EKG. A aparente 
violagao do princi'pio da incerteza foi remediada com a introdugao do conceito 
de comprimento de onda Compton efetivo. 

O proposito do presente trabalho e dar seguimento ao estudo da EKG 
unidimensional levado a cabo na Ref. [12]. Desta feita analisamos os es- 
tados estacionarios em um potencial quadrado com uma mistura arbitraria 

3 Um potencial vetorial acopla com a carga eletrica e se ele for atrativo (repulsivo) para 
cargas positivas sera repulsivo (atrativo) para cargas negativas. 
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de acoplamentos vetorial e escalar. Calculamos os coeficientes de reflexao 
e transmissao e obtemos resultados que contradizem a intuigao baseada na 
mecanica quantica nao-relativistica, tanto para uma barreira de potencial 
quanto para um poco de potencial, e que so podem ser explicados pela me- 
diagao de antiparticulas. A analise do efeito tunel relativistico nos conduz a 
conclusao que o paradoxo de Klein, usualmente relacionado com a emissao 
de antiparticulas por potenciais suficientemente intensos, nao e necessaria- 
mente relacionado com a irradiagao de antiparticulas. Isto dito tendo em 
vista que, apesar da formagao de estados ligados de antiparticulas na regiao 
de interagao, induzida pelas particulas incidentes, somente particulas sao, 
de fato, irradiadas. A invest igagao dos estados ligados permite-nos concluir 
sobre a influencia de um contaminante escalar no efeito SSW. Verifica-se que 
a presenga de um acoplamento escalar inibe o efeito SSW, e o torna inviavel 
se o acoplamento escalar exceder o acoplamento vetorial. 

Apesar da originalidade e generalidade, este trabalho e acessivel aos estu- 
dantes de graduagao em fisica que tenham freqiientado alguns poucos meses 
de um curso introdutorio de mecanica quantica. Dessa forma permite-se o 
acesso precoce de estudantes a alguns dos mais interessantes fenomenos da 
MQR. 



2 A equacao de Klein-Gordon 

A EKG unidimensional para uma particula livre de massa de repouso m cor- 
responde a relagao energia-momento relativistica E 2 = c 2 p 2 + m 2 c 4 , onde a 
energia E e o momento p tornam-se operadores, ihd/dt e —ihd/dx respec- 
tivamente, atuando sobre a fungao de onda t). Aqui, c e a velocidade 
da luz e h e a constante de Planck (h= h/ (2n)). 

Na presenga de potenciais externos a relagao energia-momento torna-se 

(E-V t f = c 2 (p-^) 2 +(mc 2 + V s ) 2 (1) 

onde os subscritos nos termos dos potenciais denotam suas propriedades com 
respeito as transformag5es de Lorentz: tee para os componentes temporal 
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e espacial de urn potencial vetoriafl, e s para urn potencial escalaJE 
A equagao da continuidade para a EKG 

e satisfeita com p e J definidos como 

^ 2mc 2 1 dt mc 2] 1 



j = — $* — $ — -|$r (4) 

2im \ ox ox J mc 

Vale a pena observar o modo que os componentes do potencial vetorial par- 
ticipam da densidade p e da corrente J, tanto quanto a ausencia do potencial 
escalar. Observa-se tambem que a densidade envolve derivadas temporais, 
um fato relacionado com a derivada temporal de segunda ordem na EKG, e 
pode admitir valores negativos mesmo no caso de uma partfcula livre. Assim 
sendo p nao pode ser interpretada como uma densidade de probabilidade. 
Contudo, Pauli e Weisskopf [21] mostraram que nao ha dificuldade com a 
interpretagao da densidade e da corrente da EKG se essas grandezas forem 
interpretadas como densidade e corrente de carga, ao inves de densidade e 
corrente de probabilidade. A carga nao deve ser pensada necessariamente 
como carga eletrica, mas como carga generalizada que satisfaz uma lei de 
conservagao aditiva, por assim dizer que a carga de um sistema e a soma das 
cargas de suas partes constituintes. 

Para potenciais externos independentes do tempo, a EKG admite solugoes 
da forma 

<S>(x,t) = <f)(x) e iA{x) e- 1 ^ (5) 
onde obedece a uma equagao similar em forma a equagao de Schrodinger 



4 A energia e o momento sao os componentes temporal e espacial, respectivamente, da 
quantidade {E/c, p), a qual se comporta, segundo as transformacoes de Lorentz, como um 
vetor. O potencial vetorial, com componentes (Vt , V e ), e acoplado a parti'cula de acordo 
com o principio do acoplamento mmimo, tambem chamado de principio da substituigao 
minima, E — > E — Vt ep — > p—V e /c, como e habitual no caso da interacao eletromagnetica. 

5 A massa de repouso e uma quantidade invariante de Lorentz, i. e., uma quantidade 
escalar. O potencial escalar foi acoplado a partfcula em (1) de acordo com o principio do 
acoplamento mmimo m — * m + V s /c 2 . Esta prescricao fornece o limite nao-relativfstico 
apropriado da EKG, conforme Ref. [T2], em contraste com a regra m 2 — > m 2 + V 2 /c 4 
empregada na Ref. pQ. 
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K 2 d 2 <j> | f V 2 - V 2 | v | E \ _ E 2 - m 2 c 4 
2m fix 2 \ 2mc 2 s mc 2 / 2mc 2 

com A (x) = J x dy V e (y) / (he) . A eliminagao do componente espacial do 
potencial vetorial e equivalente a uma redefinigao do operador momento. 
Realmente, 

\ap--\ ^ = e lK vlA (7) 



c 

E agora importante perceber que ha solug5es de energia positiva tanto 
quanto solug5es de energia negativa|j e que os dois possiveis sinais para E im- 
plicam em duas possibilidades evolugao temporal da fungao de onda. 

Seja como for, a energia e uma quantidade conservada. A forma da equagao 
de autovalor ([6]) e preservada sob as transformagoes simultaneas E — > —E e 
Vt — > —V t , e isto implica que particulas e antiparticulas estao sujeitas a com- 
ponentes temporais de um potencial vetorial com sinais dissimilares. Como 
conseqiiencia imediata dessa covariancia tem-se que, por mais estranho que 
possa parecer, particulas e antiparticulas compartilham exatamente a mesma 
autofungao no caso de um potencial puramente escalar e que o espectro e 
disposto simetricamente em torno de E = 0. Cargas positivas e negativas 
estao sujeitas a acoplamentos vetoriais (componentes temporais) de sinais 
contrarios e igual acoplamento escalar. A interagao escalar e independente 
da carga e assim age indiscriminadamente sobre particulas e antiparticulas. 
Diz-se entao que o potencial vetorial acopla com a carga da particula e que o 
potencial escalar acopla com a massa da particula. A densidade e a corrente 
correspondentes a solugao expressa por (JSJ) tornam-se 



E-V t 
mc 2 



(8) 



j _ J}_ _ \ (g) 

Em virtude de p e J serem independentes do tempo, a solugao (j3j) e dita 
descrever um estado estacionario. Nota-se que a densidade torna-se negativa 
em regi5es do espago onde V t > E e que o componente espacial do potencial 
vetorial nao mais intervem na corrente. Tambem, a lei de conservagao da 



6 As solugoes de energia positiva e negativa sao associadas com particulas e an- 
tiparticulas, respectivamcntc. 
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carga dada por ([2]) implica que a corrente e independente de x para os estados 
estacionarios. 



3 Solucao para um potencial quadrado 

Vamos agora considerar a EKG com os potenciais externos independentes do 
tempo na forma de um potencial quadrado. Consideramos V e — 0, haja vista 
que o componente espacial do potencial vetorial contribui apenas com um 
fator de fase local para Q(x,t) e nao contribui para a densidade nem para a 
corrente. O potencial quadrado e expresso como 

para \x\ > a 

V(x) = V [6(x + a)-9(x- a)] = { (10) 

Vo para \x\ < a 

onde a > e 8(x) e a fungao de Heaviside. Vq > para uma barreira de 
potencial e V < para um pogo de potencial. Os potenciais vetorial e 
escalar sao escritos como V t (x) = gtV(x) e V s (x) = g s V(x) de tal forma que 
as constantes de acoplamento estao sujeitas ao vinculo gt+g s = 1, com g t > 
e g s > 0. 

Para x < —a, a EKG apresenta a solugao geral 



A+ e +lkx + A. e~ ikx (11) 



onde 



2^4 



(12) 

he 

Para \E\ > me 2 , a solugao expressa por ffTT]) reverte-se uma soma de auto- 
fungSes do operador momento e descrevem ondas planas propagando-se em 
ambos os sentidos do eixo X com velocidade de grupcQ 

1 dE 

igual a velocidade classica da partfcula. Se escolhermos particulas incidindo 
sobre a regiao de potencial (E > me 2 ) teremos que A + e +tkx descreve parti- 
culas incidentes {y g = c 2 hk/E > 0), enquanto A_e~ lkx descreve particulas 



7 Veja, e.g., Refs. [1] e [5]. 
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refletidas (v g = —c 2 hk/E < 0). Os papeis das ondas serao invertidos 
se considerarmos a incidencia de antiparticulas. Doravante, por motivos de 
simplicidade e sem perda de generalidade, consideraremos apenas a incidencia 
de particulas. A corrente nesta regiao do espago, correspondendo a 4> dada 
por (fTTj) . e expressa por 

J = J±nc ~ Jret (14) 

onde 

Jinc = -|A + | 2 , J ref = -|A_| 2 (15) 

m m 
Observe que a relagao J = pv g mantem-se tanto para a onda incidente quanto 
para a onda refletida pois 

P± = -^\A ± \ 2 (16) 
mc z 

Por outro lado, para x > a as solugoes sao da forma 

<P = C + e +ikx + C^e~ ikx (17) 

Para termos uma onda progressiva se afastando da regiao do potencial (pro- 
pagando-se no sentido positivo do eixo X com v g = c 2 hk/E > 0) devemos 
impor C- = 0. A densidade e a corrente nesta regiao do espago, correspon- 
dendo a dada por (ITT]) com C_ = 0, sao expressas por 

E hk 

P = n ) ^trans = |C+| (18) 

mc z m 

Note que essas solug5es para \x\ > a descrevem estados de espalhamen- 
to com \E\ > mc 2 e k e R. Possiveis estados ligados tambem poderiam 
ser descritos por ffTTl) e ffTTj) com = onde k = ^Jm 2 c 4 — E 2 / (he) com 
\E\ < mc 2 , e A + = C_ = 0. 

Para —a < x < a a solugao geral tern a forma 

= B + e+ iqx + B_ e~ iqx (19) 

onde 

(E - Sl V f - (me 2 + g,V f 

< He (20) 

As solugoes B± e ±iqx com q G K descrevem ondas planas que se propagam 
com velocidade de grupo 

, /Ol \ 



com densidades e correntes associadas dadas por 



P± = £^| B±P , j ± = iW (22) 

mcr m 

Na circunstancia em que E < g t Vo nos defrontamos com um caso bizarro, 
pois as densidades sao quantidades negativas. A mantenga da relagao J = 
pv g para cada solugao particular, contudo, e uma licenga para interpretar 
B + e +iqx (£>_ e~ iqx ) a descrever a propagagao, no sentido negativo (positivo) 
do eixo X, de particulas com carga de sinal contrario ao das parti'culas inci- 
dentes^l A corrente na regiao |x| < a, para cargas positivas tanto como para 
cargas negativas, pode entao ser escrita como 

J = ^(\B + \ 2 -\B_\ 2 ) (23) 

No caso em que q = i\q\ nao ha ondas progressivas na regiao do potencial. 
Contudo ha ainda uma corrente dada por 

j = «%| , B+B *_ _ B * B _\ (24) 
m 



4 Espalhamento 

Vamos considerar a incidencia de particulas (E > mc 2 ) e assim k, definido 
em ( TT2|) . e uma quantidade real. A discriminagao entre q real e q imaginario 
permite-nos identificar dois valores criticos para o potencial 

Vi = E — mc 2 , e V 2 = E + mc com Qt ^ i/ 2 (25) 

^9t — 1 

e o valor de g t nos permite segregar tres classes distintas de solugoes de 
espalhamento: 



• Classe A - gj > 1/2. Nesta classe temos que q G M para V < V\ 
e Vq > V 2 (note que V 2 > 0). Ondas nao-progressivas, correspondendo 

8 Isto torna-se possi'vel por causa da dupla possibilidade de sinais para a energia de um 
estado estacionario. Acontece que B± e ±lqx pode vir a descrever uma onda progressiva 
com energia negativa e velocidade de fase Vf = =p\E\/(Hc). A carencia da interpretagao 
ffsica deste resultado sera suprida numa segao posterior. 
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a q = i\q\, ocorrem para uma barreira de potencial de altura mediana 
(V < Vq < V 2 ). Um calculo simples revela que E > g t V para V < V\. 
Entretanto, E < g t Vo para V) > V2, a circunstancia em que ha a 
propagagao de cargas negativas confinadas na regiao \x\ < a. 

• Classe B - g t = 1/2. Apenas V\ desempenha papel na distingao 
entre valores reais e imaginarios do numero de onda q. Aqui g G 1 
somente para Vo < V%. Ha apenas solugSes com E > g t Vo e ondas nao- 
progressivas ocorrem para uma barreira de potencial tanto ou quanto 
alta (V Q > Vi). 

• Classe C - g t < 1/2. Temos que gel para V2 < Vq < V\ (note que 
V 2 < 0). Nao mais que solug5es com E > g t V sao permitidas e ondas 
evanescentes ocorrem para uma barreira de potencial suficientemente 
alta (Vo > V). O que causa estranheza e que ondas evanescentes vein 
a tona para um pogo de potencial um tanto profundo (Vo < V)- 

Comegaremos agora o calculo de grandezas de suma importancia na des- 
crigao do espalhamento, viz., os coeficientes de reflexao e transmissao. Nao 
obstante a descontinuidade do potencial em x = ±a, a autofungao e sua 
derivada primeira sao fungoes continual. A demanda por continuidade de 
e d(j)/dx fixa todas as amplitudes em termos da amplitude da onda incidente 
A + , viz. 

A_ i(q 2 — k 2 ) sin(2ga) exp(— 2ika) 
A + 2kq cos(2ga) — i(q 2 + k 2 ) sin(2ga) 

B + k (q + k) exp [— i (q + k) a] 

A + 2kqcos(2qa) — i(q 2 + k 2 ) sin(2ga) 

B- k (q — k) exp [+i (g — k) a] 

A + 2kqcos(2qa) — i(q 2 + k 2 ) sin(2ga) 

C + 2qk exp(— 2ika) 

A + 2qkcos(2qa) — i(q 2 + k 2 ) sin(2ga) 

9 Esta conclusao, valida para potenciais com descontinuidadcs finitas, pode ser obtida 
pela integra^ao da Eq. ([6]) entre — e c +e no limite e — * 0. Pode-se verificar, pelo mesmo 
procedimento, que apenas as autofuncioes sao contmuas quando as descontinuidades dos 
potenciais sao infinitas. 

9 



(26) 
(27) 
(28) 
(29) 



onde as identidades matematicas sin (i8) = i sinh {6) e cos (i8) = cosh(#) 
foram utilizadas para escrever as amplitudes relativas para os casos de q real 
e imaginario puro numa forma compacts^. 

Agora focalizamos nossa atengao na determinagao dos coeficientes de re- 
flexao R e transmissao T. O coeficiente de reflexao (transmissao) e defmido 
como a razao entre as correntes refletida (transmitida) e incidente. Haja 
vista que dp/dt = para estados estacionarios, temos que a corrente e inde- 
pendente de x. Usando este fato obtemos prontamente que 



R 



T 



\A. 



\A< 



\C 4 



A, 




(30) 



(31) 



Seja la como for temos que R+T = 1, como deve ser por causa da conservagao 
da carga. 

Ademais, deve ser observado que quando as ondas progressivas para a 
direita e para a esquerda na regiao do potencial (q G M) interferem de modo 
a formar uma onda estacionaria (i.e., quando 2qa = nn com n — 1, 2, 3, . . .), 
sucede a transmissao ressonante (T = 1), correspondendo as energias dadas 
por 



E n = g t V Q ± 



'nirhc 
~2a~ 



Kmc* 



9sV ) 



(32) 



onde o sinal defronte do radical deve ser escolhido de forma que E > mc 2 . 
Note que a ressonancia de transmissao pode ocorrer tanto para uma barreira 
de potencial quanto para um pogo de potencial. 

As Figuras 1, 2 e 3 ilustram o coeficiente de transmissao para as tres 
classes de solugoes discriminadas anteriormente. Em todas as figuras usamos 
E = 1,1 mc 2 e consideramos a/A e igual a 1 nas Figuras 1 e 2, ea/A = 3na 
Figura 3. Usamos o sistema de unidades em que h = c = m = 1. 

A Classe A apresenta um comportamento anomalo para uma barreira de 
potencial muito alta. Vimos anteriormente que para g t > 1/2 e Vo > V 2 
ha ondas progressivas na regiao do potencial enquanto a mecanica quantica 
nao-relativistica preve a existencia de ondas evanescentes. De mais a mais, a 
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A transigao de q real para q imaginario puro e feita pela prescricao q — * i\q\. 
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mecanica quantica nao-relativfstica profetiza que, neste caso de tunelamento, 
o coeficiente de transmissao sofre uma supressao exponencial a medida que o 
potencial tende ao infinite, enquanto que nosso resultado prenuncia um coe- 
ficiente de transmissao oscilatorio que exibe ate mesmo um comportamento 
ressonante. A Classe B nao apresenta resultados que contradizem a intuigao 
baseada na mecanica quantica nao-relativfstica. A Classe C, entretanto, exi- 
be um comportamento anomalo para um pogo de potencial com Vq < V%- a 
supressao exponencial do coeficiente de transmissao a medida que o pogo de 
potencial torna-se muito profundo. 

Da discussao relacionada com a Classe A, observa-se que o limiar para a 
existencia de cargas negativas na regiao do potencial e dado por V 2 . Pode-se 
interpretar a possibilidade de propagagao de cargas negativas na regiao da 
barreira de potencial como sendo devido ao fato que cada carga negativa 
tern energia —E e esta sujeita a um potencial efetivo dado por (g s — g t ) Vq. 
Quer dizer, entao, que a ondas progressivas nessa regiao de potencial des- 
crevem, de fato, a propagagao de antiparticulas^. Destarte se g t > 1/2 a 
antiparticula tera uma energia dispomvel (energia de repouso mais energia 
cinetica) expressa por — E — (1 — 2g t ) Vo, donde se conclui sobre a energia 
do limiar para a existencia de cargas negativas (antiparticulas) movendo- 
se na regiao do potencial. Nas regioes com \x\ > a com Vq > V2, tais 
antiparticulas serao descritas por ondas evanescentes pois o potencial efetivo 
torna-se maior que —E. As particulas estao sob a influencia de um potencial 
dado (g s + g t ) Vq = Vq, e se as particulas estiverem sujeitas a uma barreira 
de potencial entao as antiparticulas estarao sujeitas a um pogo (barreira) 
de potencial se g t > 1/2 (g t < 1/2). E razoavel conjecturar que as particulas 
incidentes induzem a formagao de estados ligados de antiparticulas na regiao 
de interagao. Esta ideia e reforgada pela observagao que, no caso de V > V 2 e 
g t > 1/2, as antiparticulas estao sujeitas a um pogo de potencial efetivo com 
energia que excede o minimo do potencial (fundo do pogo) e e menor que o 
potencial maximo (boca do pogo). Mais ainda, para Vq < V2 e g t > 1/2, a e- 
nergia da antiparticula e menor que o valor minimo do potencial efetivo, uma 
circunstancia bem conhecida em que a autofungao nao satisfaz as condigoes 
de contorno apropriadas, ora pois tal solugao nao e aceitavel. 

A situagao paradoxal observada no espalhamento da Classe C, para um 
pogo suficientemente profundo (Vo < V2 < 0), tambem pode ser elucidada 
com a argumentagao delineada no paragrafo anterior. Realmente, quando 

11 Note que parti'cula e antiparticula tern massas iguais. 
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g t < 1/2 e a particula esta sujeita a um pogo de potencial, ha um pogo 
de potencial efetivo para a antiparticula com uma energia dispomVel dada 
por — E — (2g t — 1)\Vq\. La entao torna-se possivel a propagagao de an- 
tiparticulas. Ha a propagagao promiscua de cargas positivas (particular) 
e negativas (antiparticulas) na regiao do potencial, com uma densidade de 
carga resultante positiva quando o pogo de potencial torna-se muito profundo 
e g t < 1/2. Na regiao externa do potencial (\x\ > a) tais antiparticulas serao 
descritas por ondas evanescentes ja que o potencial efetivo e maior que — E. 
Aqui, tal como na Classe A, ha formagao de estados ligados de antiparticulas 
induzida pela incidencia de particulas. 

Em todas as circunstancias, consideramos a incidencia de particulas e 
obtivemos como resultado a transmissao de particulas. Em determinadas 
situag5es de potenciais extremamentes intensos, entretanto, chegamos ao en- 
tendimento que ha estados ligados de antiparticulas na regiao do potencial. 
Ha uma pergunta que nao pode calar: qual a origem de tais antiparticulas? 

Para g t > 1/2 e Vo > V 2 > 0, os continua com E > mc 2 para as particulas 
e E < —mc 2 para as antiparticulas que existe para \x\ > a tornam-se 
E > mc 2 + Vo para as particulas e E < —mc 2 — (g s — g t ) V para as an- 
tiparticulas em \x\ < a. Quando uma particula incide em x = —a com 
energia menor que —mc 2 — (g s — g t ) Vo, o componente vetorial da barreira de 
potencial estimula a produgao de antiparticulas. Em virtude da conservagao 
da carga ha, em verdade, a criagao de pares particula-antiparticula e, como 
o potencial vetorial em \x\ < a e repulsivo para particulas e atrativo para 
antiparticulas, as particulas serao necessariamente ejetadas da regiao (para a 
esquerda) e as antiparticulas serao necessariamente confmadas na regiao do 
potencial. Quando uma antiparticula criada em x = —a incide em x = +a 
o componente vetorial da barreira de potencial estimula mais uma vez a 
produgao de pares, agora entao, as particulas serao ejetadas para a direita 
da regiao de interagao. Nao apenas a carga e conservada no processo de 
criagao de pares. Visto que os pares produzidos em x = ±a tern energias 
de sinais contrarios, conclui-se que a energia tambem e uma quantidade con- 
servada no processo de criagao de pares. Apesar da possibilidade da criagao 
de pares particula-antiparticula nas interfaces do potencial localizadas em 
x = ±a, um fenomeno relacionado com o paradoxo de Klein, e a propagagao 
de antiparticulas na regiao \x\ < a, a conjuntura nao e propicia a emissao de 
antiparticulas. Poderiamos entao nos aventurar a afirmar que o paradoxo de 
Klein e inerente as equagSes relativisticas e nao e necessariamente relacionado 
com a irradiagao de antiparticulas, como e propalado na literatura. Torna-se 
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evidente que o acoplamento escalar resulta no aumento da energia minima 
necessaria para a criagao de pares particula-antiparticula. O valor minimo 
do limiar (Vo = 2mc 2 ) ocorre quando o acoplamento e puramente vetorial 
(gt — 1). A adigao de urn contaminante escalar contribui para aumentar o 
valor do limiar, o qual, surpreendentemente, torna-se infinito ja para uma 
mistura meio a meio de acoplamentos. Deste modo, a produgao de pares nao 
e factivel se o acoplamento vetorial nao exceder o acoplamento escalar, ainda 
que a barreira de potencial Vo seja extremamente alta. 

Para g t < 1/2 e Vo < V2 < 0, porem, os continua com E > mc 2 para as 
particulas e E < —mc 2 para as antiparticulas que existe para \x\ > a tornam- 
se E > mc 2 — \Vq\ para as particulas e E < —mc 2 + (g s — g t ) \ Vq\ para as 
antiparticulas em \x\ < a. Neste caso, quando a particula incidente tern ener- 
gia menor que —mc 2 + (g s — gt) \ Vo\ particulas e antiparticulas propagam-se 
efetivamente num pogo de potencial. Convem lembrar que as antiparticulas 
nao tern chance de se propagar para as regiSes externas do pogo de poten- 
cial, e assim sendo, tal como no caso com g t > 1/2, estao confinadas a regiao 
\x\ < a. E meritoria a constatagao que antiparticulas, diferentemente do 
caso com g t > 1/2, nao sao produzidas nas interfaces do potencial, em outras 
palavras, o paradoxo de Klein nao faz parte do cenario. 

E interessante observar que, quer na Classe A quer na Classe C, os estados 
ligados de antiparticulas na regiao de interagao ocorrem ate mesmo quando 
as particulas incidentes se movem com baixas velocidades. 

A ausencia de conflitos na Classe B, quando os resultados sao comparados 
com aqueles previstos pela mecanica quantica nao-relativistica, e facilmente 
explicada pela constatagao que, enquanto o continuum das particulas em 
\x\ > a (E > mc 2 ) torna-se E > mc 2 + Vq em \x\ < a, o continuum das 
antiparticulas e insensivel a agao da interagao. 

5 Estados ligados 

O formalismo desenvolvido na Segao 3 tambem permite a analise de estados 
ligados. Conforme ja foi mencionado, tais possiveis estados ligados teriam 
energias no intervalo —mc 2 < E < mc 2 . As solugSes para os estados ligados 
tambem podem ser segregadas em tres classes, segundo o valor de g t . Neste 
contexto, os potenciais criticos dados por (|25|) sofrem alteragoes de modulo 
e sinal devido a mudanga de E > mc 2 para —mc 2 < E < mc 2 . Temos 
assim que —2mc 2 < V 1 < 0, < V 2 < 2mc 2 / (2g t — 1) para g t > 1/2 
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— 2mc 2 / (1 — 2g t ) < V 2 < para g t < 1/2. Logo a seguir exploramos 
gumas propriedades das classes de solug5es: 

• Classe A - g t > 1/2. Esta classe permite estados ligados tanto 
para um pogo de potencial com Vo < Vi, quanto para uma barreira 
de potencial com V > V 2 . O desconforto neste ultimo caso e alivi- 
ado pela percepgao que a barreira de potencial e capaz de ligar an- 
tiparticulas. Note que quando o pogo e extremamente raso, somente 
estados com E pa mc 2 aparecem no espectro, pois V\ — > quando 
E — > mc 2 . Por outro lado, quando a barreira e extremamente baixa, 
somente estados com E pa —mc 2 la surgem, pois V 2 — > quando 
E — > —mc 2 . Ou seja, quando o potencial e fraco, estados do conti- 
nuum de particulas (antiparticulas) tornam-se membros do espectro de 
estados ligados de particulas (antiparticulas) no caso de um pogo (bar- 
reira) de potencial. Note ainda que V\ — > — 2mc 2 quando E — > —mc 2 , e 
V 2 -> 2mc 2 / (2^ - 1) quando E — > mc 2 , o que significa que poderiam 
aparecer energias proximas de —mc 2 no espectro de particulas, tanto 
como energias proximas de mc 2 no espectro de antiparticulas, para po- 
tentials um tanto intensos. E instrutivo lembrar que no caso em que 
g t — 1, o caso de um potencial vetorial puro, o espectro deve exibir a 
simetria E — > — E sob a transformagao V — > — V . 

• Classe B - g t = 1/2. Nesta classe, somente um pogo de potencial 
permite estados ligados, pois Vq < V\. Haja vista que, tal como na 
classe A, V\ — > quando E — > mc 2 eVi^ —2mc 2 quando E — > — mc 2 
podemos concluir que este pogo de potencial liga somente particulas e 
que energias proximas de —mc 2 sao toleradas para um pogo suficiente- 
mente prof undo. 

• Classe C - g t < 1/2. Aqui temos que V 2 < V < V 1 para E > E c e 
V\ < Vq < V 2 para E < E c , onde E c = —mc 2 g t /(l — gt). Temos que 
E pa mc 2 para os estados de particulas, e E pa —mc 2 para os estados de 
antiparticulas, quando Vo esta na vizinhanga de seus valores extremos. 
Os estados de particulas so sao consentidos se o pogo nao exceder 
a profundidade —2mc 2 / (1 — 2g t ), enquanto a profundidade maxima 
igual a —2mc 2 deve ser observada pelos estados de antiparticulas. As 
energias dos estados de antiparticulas sao sempre negativas. No en- 
tanto, os estados ligados de particulas podem ter energias negativas 
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so 



-mc 2 / (1 - 2g t ) <V < 



-mc 



Em quaisquer circunstancias, os 



niveis de energias de particulas e antiparticulas nunca se interceptam. 
Nesta classe, convem lembrar, o espectro deve ser simetrico em torno 
de E = no caso de urn potencial escalar puro (g t = 0), quando entao a 
profundidade do pogo, naturalmente, nao deve ultrapassar — 2mc 2 e e- 
nergias nulas nao sao permitidas. Mais ainda, ha tambem uma simetria 
do espectro em torno de V = —mc 2 , no caso de g t = 0. 



A prescrigao k — > ik, onde 



K 



E 2 



he 



(33) 



com \E\ < mc 2 , transfer ma as solugoes (TTT|) e ( JT7j) em 



para x < —a 
para x > +a 



(34) 



Devemos impor que A + = C_ = para que as densidades de carga, ex- 
pressas por (jSJ), sejam finitas em x = ±oo . Ora, tern que ser assim, pois 
J^°° dx \(j)\ 2 < oo. Enquanto isso, a solugao na regiao do potencial continua 
a ser expressa por (fT9|) com g dado por (!20l) . Sendo o potencial (fTUI) in- 
variante sob inversao espacial (x — > — x), podemos escolher autofungoes com 
paridades definidas, viz. 



para 



0(x) 



-x) = +0(x), e 



para x < 



-a 



(p(x) 



< Bcos(qx) para |x| < a 

A e _K:r para x > +a 

—A e +K:c para x < —a 

i?sin(gx) para |x| < a 

A e~ KX para x > +a 



(35) 



(36) 
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para 4>(—x) = —<f>(x). Aqui, mais uma vez usamos as identidades trigonome- 
tricas sin (i6) = i sinh (9) e cos (i9) = cosh(6 l ) para escrever (x) numa forma 
compacta, seja q uma quantidade real, seja q uma quantidade imaginaria. A 
continuidade de e dfp/dx em x = +a, ou equivalentemente em x = —a, 
fornece as condig5es de quantizagac0 



K 



tan (qa) para <f>(—x) = +<j>{x) 

, , (37) 

I — cot (qa) para <j>{—x) = —(f>(x) 

As equagoes acima sao equagoes reais, seja q real ou imaginario puro. Entre- 
tanto, as condigoes de quantizagao para q imaginario, viz. 



tanh (\q\a) para <fi(—x) = +4>(x) 

(38) 

coth(|g|a) para <f>(—x) = —(f>(x) 



m 

nao fornecem solugoes porque o membro esquerdo de fl38|) e negativo e os 
membros direitos sao positivos. Em outras palavras, as possiveis solugoes 
para os estados ligados tern que ter um numero de onda real na regiao do 
potencial. 

Neste caso de q G R, e de utilidade definir a variavel z como z = 

\J z 2 + (na) 2 , onde z = qa. Por conseguinte, podemos reescrever as condigoes 
de quantizagao como 



^ 2 



tan (z) para <p(—x) = +<p{x) 

1 = { ' (39) 

— cot (z) para (f)(—x) = —(j>(x) 

Note que z < z por definigao, e que z ~ z quando \E\ ~ mc 2 e nos casos 
em que q ^> 1/A. A natureza do espectro resultante das solugoes destas 
equagoes transcendentais podem ser visualizadas na Fig. 4, onde constam 



12 Fortuitamcnte, as condigoes de quantizagao tambem poderiam ser obtidas por meio da 
identificagao dos polos da amplitude de transmissao. Para esta finalidade os valores fi'sicos 
do numero de onda k, dcfinidos no eixo real, sao estendidos para o piano complexo. Com 
efeito, o denominador de (|29[) . com a prescrigao k — > in, e nulo sempre que cot (2qa) = 
(q 2 — k 2 ) / (2qK). Com a intervengao da identidade cot (0) — — tan (0/2) ± yl + cot 2 (8), 
podemos reescrever a localizagao dos polos por tan (qa) = [± (k 2 + q 2 ) + k 2 — q 2 ] / (2qn), 
expressao que reduz-se a primeira (segunda) linha de ([57)) acaso o sinal e positivo (nega- 
tivo) . 
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esbogos dos membros direito e esquerdo de (1551) . As abscissas das intersegoes 

de tan (z) e — cot (z) com J (zo/z) 2 — 1 fornecem as solugoes desejadas. O 
uso de (120|) e (133]) permite-nos escrever 

= £ ^ (2& - 1) V 2 - 2V [(E - mc 2 ) g t + mc 2 } (40) 

e dai vemos que z$ cresce linearmente com o aumento da largura da regiao 
de interagao. 

Para q ^> 1/A, o que significa a <C z X e z ~ z, o que acontece somente 
para g t > 1/2 e \V \ > 2mc 2 , podera nao haver solugoes de estados ligados 
e em algumas circunstancias a unica solugao corresponde a uma autofungao 
de paridade fmpar. 

Para q <C 1/A, o que significa a > z A e z ^> z, fica claro que ha uma 
seqiiencia finita de estados ligados com paridades alternadas. O numero 
de solugoes cresce com o aumento de zq e ha pelo menos uma solugao com 
autofungao de paridade par no espectro, nao importa o quao pequeno seja 
Zq. Para dizer a verdade, zq como fungao de |Vo| e monotonicamente cres- 
cente se g t > 1/2, significando que o numero de estados ligados cresce 
com o aumento de |Vb|. Para g t < 1/2, porem, z e crescente somente 
nos intervalos: — 2mc 2 / (1 — 2g t ) < V < —mc 2 / (1 — 2g t ) para E > 0, e 
—2mc 2 < Vo < —mc 2 para E < 0. A Figura 4 ainda permite-nos concluir 
que para grandes valores de z e para os valores mais baixos de z, as solug5es 
de ( 1391) sao expressas por z n = mr/2, onde n — 1,2,3, . . ., com n impar (par) 
correspondendo as solugSes com autofungSes pares (fmpares). Curiosamente, 
a forma destas solug5es assintoticas para as energias corresponde justamente 
a condigao de transmissao ressonante expressa por (152^) . sendo que agora o 
sinal defronte do radical deve ser escolhido de modo que \E\ < mc 2 . 

As Figuras 5, 6, 7, 8 e 9 ilustram os resultados do calculo numerico das 
solugoes de (1391) com Vo < e para os menores valores de zq, com g t = 
1, 3/4, 1/2, 1/4 e 0, respectivamente. Consideramos a/A = 1/2 nas Figuras 
5 e 6, e a/A = 5 nas Figuras 7, 8 e 9. Tal como no caso de espalhamento, 
usamos o sistema de unidades em que h = c = m = 1. 

A Classe A exibe o efeito SSW para um pogo suficientemente estreito e 
profundo ainda que haja um acoplamento escalar contaminante. Para pogos 
largos, o comportamento do espectro nao difere daquele resultante da equagao 
de Dirac, quando entao os m'veis de energias correspondentes as particulas 
mergulham no continuum correspondente as antiparticulas. Seja o pogo es- 
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treito ou largo, o paradoxo de Klein e parte integrante do cenario de poten- 
ciais muito fortes. Para a Classe B so ha estados ligados de particulas e seus 
niveis de energia tendem assintoticamente para o continuum inferior a me- 
dida que o pogo de potencial se aprofunda, implicando assim na ausencia do 
paradoxo de Klein. Na Classe C, os estados ligados de antipartfculas voltam 
a fazer parte do espectro ainda que o pogo seja pouco profundo. Entretanto, 
os niveis de energia dos estados ligados de particulas e antipartfculas nunca 
se encontram, acenando para a completa ausencia do paradoxo de Klein. De 
qualquer jeito, quer os niveis de particulas, quer os niveis de antipartfculas, 
mergulham em seus proprios continua a medida que o pogo se torna muito 
profundo. Ha de se notar tambem um fato excepcional na Classe C: uma pro- 
fundidade limite para o pogo alem da qual nao ha energias permitidas para 
os estados ligados, quando entao, todos os niveis de energia ja mergulharam 
em seus respectivos continua. 

efeito SSW tern sido interpretado como sendo devido a polarizagao da 
densidade de carga da antipartfcula pelo potencial de interagao [18]. Esta 
interpretagao torna-se razoavel com um exemplo simples da teoria eletro- 
magnetica classica. E sabido que uma carga pontual pode atrair um objeto 
neutro em sua vizinhanga por causa da polarizagao induzida pela carga pun- 
tiforme. Decerto a adigao de uma pequena quantidade de carga ao objeto, 
de mesmo sinal que a carga pontual, diminuira a forga de atragao entre os 
dois corpos mas nao se pode refutar que podera nao ser o bastante para 
repulsao. A conclusao obvia e que podera haver atragao entre dois 
corpos com cargas eletricas de mesmo sinal. Torna-se ainda compreensfvel 
que a polarizagao e um fenomeno de curto alcance e requer que pelo menos 
um dos corpos seja extenso, ou seja, nao puntiforme^. Lembrando que a 
carga da partfcula governada pela EKG esta distribufda por todo o espago, 
conforme ([H]), podemos inferir sobre a polarizagao da carga na regiao de in- 
teragao. Com efeito, o componente vetorial do pogo de potencial faz com 
que estados estacionarios com energias negativas possam ter o sinal de suas 
densidades de carga alterados. Basta compreender que um estado com ener- 
gia um pouquinho maior que —mc 2 esta na iminencia de alterar o sinal de 
sua densidade de carga na regiao do potencial quando |Vq| > mc 2 /g t . Uma 

13 A interagao entre uma carga pontual e uma esfera condutora carregada e suscetfvel ao 
tratamento anah'tico [25], e permite concluir que: a) para grandes distancias, a forga entre 
os corpos reduz-se aquela expressa pela lei de Coulomb para duas cargas pontuais; b) para 
curtas distancias, ha atragao entre os corpos ainda que a carga da esfera condutora tenha 
o mesmo sinal que a carga puntiformc. 
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densidade de carga positiva na regiao interna do poco, nao importando o 
sinal da densidade de carga na regiao externa, e uma condigao sine qua non 
para a existencia de estados ligados. Entretanto, torna-se imprescindivel que 
a densidade de carga seja tal que a interagao fornega uma energia contida 
no conjunto dos valores permitidos para as energias dos estados ligados. Por 
que o efeito SSW nao se manifesta quando g t < 1/2? Bern, o componente 
escalar do pogo de potential nao acopla com a carga e nao intervem na den- 
sidade de carga. O potencial escalar age indistintamente sobre particulas 
e antiparticulas e assim contribui para minimizar a eficacia da polarizagao 
devida ao potencial vetorial. E este amalgama de efeitos competitivos que 
faz com que o efeito SSW so se manifeste para os casos em que o coplamento 
vetorial supera o acoplamento escalar. 

6 Conclusao 

A mistura arbitraria de acoplamentos vetorial e escalar na EKG unidimen- 
sional mostrou-se muito proficua. Verificamos que o acoplamento escalar nao 
desempenha papel expHcito na determinagao da velocidade de grupo, e nem 
mesmo na determinagao da densidade e da corrente. 

A exploragao do potencial quadrado, tanto no caso de espalhamento 
quanto no caso de estados ligados, revelou resultados realmente surpreen- 
dentes. Em ambos os casos, a intensidade do acoplamento vetorial relativa 
a intensidade do acoplamento escalar permitiu discriminar tres classes de 
solugoes. 

O espalhamento de particulas em potenciais quadrados muito intensos 
apresentou resultados paradoxals que foram satisfatoriamente solucionados 
pela suposigao da mediagao de antiparticulas. A mistura arbitraria de acopla- 
mentos desvelou a inexequibilidade do mecanismo da produgao espontanea 
de pares no caso em que gt < 1/2, tanto quanto o aumento do limiar da 
energia de produgao de pares no caso em que gt > 1/2 devido a presenga 
do acoplamento escalar. Tambem foi revelado que, apesar da mediagao de 
antiparticulas, somente as particulas sao irradiadas da regiao de interagao. 

A investigagao dos estados ligados em pogos de potenciais quadrados re- 
velou o surgimento do efeito SSW para potenciais intensos e de curto alcance 
apenas para as circunstancias em que o acoplamento vetorial excede o acopla- 
mento escalar. Apresentamos um modelo classico que torna plausivel o efeito 
SSW tanto quanto sua inibigao pelo potencial escalar. 
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Aos intrepidos leitores, deixamos a tarefa do exame das conseqiiencias da 
mistura de acoplamentos vetorial e escalar no potencial quadrado para o caso 
fermionico. 
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Legenda das figuras: 



Fig.l: Coeficiente de transmissao versus intensidade do potencial para urn 
caso da Classe A. 

Fig. 2: Coeficiente de transmissao versus intensidade do potencial para um 
caso da Classe B. 

Fig. 3: Coeficiente de transmissao versus intensidade do potencial para um 
caso da Classe C 

Fig. 4: Solug5es das condigSes de quant izagao expressas por (1391 para um 



valor representative de z . A linha contfnua representa a fungao y (zo/z) — 1, 
a linha tracejada tan (z) e a linha ponto-tracejada — cot (z). 

Fig. 5: Nfveis de energia em fungao de Vq para para um pogo de potencial 
com g t = lea = X/2. 

Fig. 6: Nfveis de energia em fungao de Vq para para um pogo de potencial 
com g t = 3/4 e a = A/2. 

Fig. 7: Nfveis de energia em fungao de Vo para para um pogo de potencial 
com g t — 1/2 e a — 5A. 

Fig. 8: Nfveis de energia em fungao de Vq para para um pogo de potencial 
com g t = 1/4 e a = 5A. 

Fig. 9: Nfveis de energia em fungao de Vq para para um pogo de potencial 
com g t = e a = 5A. 
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